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Exercice 1 :La fonction du production néoclassique
La fonction de production Cobb-Douglas est le la forme :

Y, = AK?L; ™

Question 1 : Montrez que cette fonction vérifie les conditions d’Inada.
Question 2 :Calculez la productivité marginale de capital a partir de I'expression
de Y; et a partir de l'expression de y; (Il faut tenir compte du fait que Y; =

PmK,;.K; + PmL;L; qui est la conséquence des rendements constants a 1’échelle)

Exercice 2 : Le modele de Solow

Nous supposons 'existence de deux pays qui ont la méme fonction de production
du type :
Y; _ Ktoﬁ ng

soit par tete de travailleur :
0,3
Y = ky

Par ailleurs ces pays ont le méme taux de croissance de la population et la méme
dépréciation du capital tel que (n + 0) = 8%.



Question 1 : Pour le pays A seuls les capitalistes épargnent. Ils épargnent une
part constante disons s™ = 0,3 du revenu du capital. Déterminez le capital d’état
stationnaire.

Question 2 : Pour le pays B seuls les travailleurs épargnent. Ils épargnent une
part constante disons s* = 0,2 du revenu du travail. Déterminez le capital d’état
stationnaire.

Question 3 : trouvez la relation entre s™ et s qui égalise les capitaux par téte

et donc la production par téte.

Correction

Exercice 1 :

On va montrer que la fonction de production Cobb-Douglas vérifie les conditions

d’INADA.

Condition # 1 : Les rendements marginaux sont positifs et décrois-
sants.

Positif : Dit autrement la PmK et la PmL (productivité marginale du capital
et productivité marginale du travail) sont positives : Ajouter une unité de capital
ou une unité de travail permet d’augmenter la production. Vérifions cela avec la

fonction de production :

dY, 1w L\
87[(1; = PmKt = OZKta lLtl = ([(tt) >0
Y,

K (0%
9L = PmL; = (1 —a)K,*L, = (1 —a) (Lf) >0

Décroissants : chaque unité de capital (ou de travail) supplémentaire aug-
mente de moins en moins la production. Pour s’assurer de cela il faut re-dériver les
productivités marginales et s’assurer qu’elles sont négatives.

OPmK L~
= o (@ — 1D)aK,* 2L} = —(1 — a)a gf
0K, @

t

<0




0PmLt Kta

= PmL; = —a(l — Oé)KtaLtiail =—a(l —a) [I+a <0
t

Condition # 2 : Les limites aux bornes.

Les limites des productivités marginales tendent vers +oo lorsque la quantité de
facteur utilisé tend vers 0 et tendent vers 0 lorsque la quantité de facteur utilisé tend
vers +00. Ces conditions servent a assurer 1'unicité de 1’équilibre dans le modele
Solow. En effet, pour assurer que s.y; soit supérieur a (n + 0)k; lorsque k; est tres
petit, il suffirait que s.Pmk soit supérieur a (n + 0)k,. Tant qu’a faire, qui peut le
plus peut le moins, il suffit de supposer que la limite de la Pmk; tende vers +oo
lorsque k; tend vers 0. Un autre solution consisterait a poser que f(0) > 0 mais cette
possibilité est écarté dans la mesure ou il est impensable que 1’on puisse produire

sans capital.

L l—«
PmKt = (é)

On voit bien que si 'on fixe L; les limites de la PmK; sont :

lim PmK; = 400

K[,‘)O
lim PmK; =0
Kt—>+oc
De la méme fagon :
PmL, = (1—a) K"
mlL; = (1 —a) | —
¢ I,

On voit bien que si 'on fixe K; les limites de la PmL; sont.

lim PmL; = +00
Lt~>0

lim PmL, =0

Lt ——+400

Condition # 3 : Rendements constants a 1’échelle.



Si I'on multiplie tous les facteurs de production par une valeurs quelconque

(positive), disons A, la production est multipliée par A.

A()\Kt>a()\Lt)1_a = A)\a)\l—aKtaLtlia = )\yt

Exercice 2 :

Le but de cet exercice voir comment 1’état stationnaire est affecté selon que
I’épargne porte sur le revenu du capital ou le revenu du travail. On va donc avoir
deux hypotheses alternatives :

1. L’épargne par téte porte sur les seuls revenus du capital :

ou S; représente I’épargne globale, L; le nombre de travailleurs, Pmk.k,; le

revenu brut du capital par téte.

2. L’épargne porte sur les seuls revenus du travail :

ou S, représente l’épargne globale,L; le nombre de travailleurs, w; = vy, —
Pmk.k, le salaire.

L’épargne porte sur le revenu du capital
L’équation dynamique d’accumulation du capital par téte va s’écrire :
D]Ct = SpiPmk:tk‘t - (n + 5)]{?15

En remarquant que Pmk;k; = ay; (conséquence de la fonction de production
Cobb-Douglas) on en déduit que :

Dkt = SpiOéyt - (n + 5)]@

A Détat stationnaire Dk; = 0. En remplagant y; par son expression (y; = Ak) et

en résolvant en k; on trouve :

1 Aas™ s td . Aas™\ Toa
“\nro cvaone ¥ =\t
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Application numérique : A =1, (n+4J) =0,08, « = 0,3, s™ =0, 3.

1 0,3
0.3 x0.3\103 0,3 x0,3\10°3
e ————— =1.1832 t d e | —— =1,0517
" ( 0,08 ) ’ caome v ( 0,08 ) ’

L’épargne porte sur le revenu du travail

L’équation dynamique d’accumulation du capital par téte va s’écrire :
Dk’t = Swwt — (n + 6)]@5

En remarquant que w; = y; — Pmkik; = (1 — a)y; (conséquence de la Cobb-Douglas),
on peut écrire :
_D]Ct = Sw(]_ — Oé)yt - (n + (S)k?t

A T'état stationnaire Dk; = 0. En remplacant y; par son expression (y; = Ak{) et

en résolvant en k; on trouve :

. Al — a)sv a . Al — a)sv =
: —(n—w) etdone —( n+o

Application numérique : A =1, (n+9) =0,08, « =0,3, s* =0, 2.

0,3

(1-0.3) x 0.2\ 703 (1—-0,3) x 0,3 703
t = =2,224 t * = = 1.2710
k ( 0,03 , 2243 et donc Y 0.03

Lien entre s™ et s¥ pour égaliser le capital par téte.

On désire que :

. (Al —a)s” ﬁ_ . [AasT =
kw_( n+6 ) _kpi_(n-i-(S)

IL est clair que dans ce cas :

Al —a)s®  Aas™
n+é  n+d




En simplifiant :

(1—a)s” = as”

C’est le lien entre enter les taux d’épargne qui permet aux deux économies A et B

d’avoir le méme capital par téte donc la méme production par téte.

Remarque : Si dans le modele de Solow on introduisait I’épargne par téte sous

la forme : g
=t = S”Pmk’tk‘t + Sw’wt
t

On obtiendrait :

. (A(l —a)s* + A&s”) =
L —
n+0

Comme dans le modele de Solow on épargne sur le revenu s* = s™ = s et donc on

As \T=
k' =
(n+5)

retrouve bien :




